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1 Ââåäåíèå

Ìåòîä Ëàíäàó ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ ñ ïîìîùüþ êâàçèêëàññè÷åñêèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé.
Âûâîä ýòîãî ìåòîäà [1] ïîëàãàåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèè ñèíãóëÿðíîñòè ïî-
òåíöèàëà, ãäå |U(x)| ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì, ñèíãóëÿð-
íîñòü U(x) ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Íî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîòåíöèàëû, ãäå U(x) ïðèíèìàåò êîíå÷íîå çíà-
÷åíèå â ñâîåé ñèíãóëÿðíîñòè. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì äâèæåíèå îäíîìåð-
íîé êâàíòîâîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé m = 1 â ïîòåíöèàëå

U =
ω2

2
[
√

(x− x0)2 + a2 − x]2, (1)

ãäå a, ω è x0 � ïàðàìåòðû. Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áåçðàçìåðíóþ
ñèñòåìó åäèíèö, ãäå h̄ ≪ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð ðàçëîæåíèÿ. Ôóíêöèÿ (1)
èìååò êîðíåâóþ îñîáåííîñòü ïðè x = x0± ia, íî ïðèíèìàåò òàì êîíå÷íûå
çíà÷åíèÿ: U(x0 ± ia) = ω2

2
(x0 ± ia)2. Ýòîò ïîòåíöèàë èíòåðåñåí òåì, ÷òî

äâèæåíèå ÷àñòèöû â í¼ì ñòàíîâèòñÿ òî÷íî ðåøàåìûì ïðè a→ 0.
Öåëüþ äàííîé êóðñîâîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ìåòîäà Ëàíäàó

íà ïîòåíöèàëû âèäà (1).
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2 Ïðèìåð êâàçèêëàññè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ

2.1 Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-

òîðà

Ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ÷àñòîòîé ω = 1 è ïîòåíöèàëîì
U = x2/2. Áóäåì âû÷èñëÿòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò:

A = ⟨N |e
ijx̂
h̄ |0⟩, (2)

ãäå j � äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, à ⟨N | è |0⟩ � âîëíîâûå ôóíêöèè N -
îãî è îñíîâíîãî ñîáñòâåííûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, ãäå N ≫ 1. Äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N ÷¼òíî, áëàãîäàðÿ ÷åìó ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ x: ψN(x) = ψN(−x). C ó÷åòîì
÷¼òíîñòè N , âûðàæåíèå (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê:

A =

+∞∫
−∞

ψ0ψN exp
(ijx
h̄

)
dx =

1

2

+∞∫
−∞

ψ0ψN exp
(ijx
h̄

)
dx+

+
1

2

+∞∫
−∞

ψ0ψN exp
(
−ijx
h̄

)
dx = 2Re A+, (3)

ãäå

A+ =
1

2

+∞∫
−∞

ψ0ψ
+
N exp

(ijx
h̄

)
dx+

1

2

+∞∫
−∞

ψ0ψ
+
N exp

(
−ijx
h̄

)
dx, (4)

è ìû îáîçíà÷èëè âîëíîâûå ôóíêöèè ñîñòîÿíèé çà ψ0(x) è ψN(x) = 2Re ψ+
N(x).

Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè âîëíîâûå ôóíêöèè îñöèëëÿòîðà ðàâ-
íû:

ψ0 =
C0

2
√κ0

exp
(
−1

h̄

x∫
a0

κ0 dx
)
, ψ+

N =
iCN

2
√κN

exp
(1
h̄

x∫
aN

κN dx
)
, (5)

ãäå ìû ïîëàãàåì, ÷òî x íàõîäèòñÿ ñïðàâà îò òî÷åê ïîâîðîòà a0 =
√
2E0 è

aN =
√
2EN â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im x > 0, C0 è CN � íîðìèðîâî÷-

íûå êîíñòàíòû, à κ ≡
√
2U − 2E � åâêëèäîâ èìïóëüñ ÷àñòèöû. Îòìåòèì,

÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü, è âûðàæåíèÿ äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé â äðóãèõ
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îáëàñòÿõ (íàïðèìåð, ñëåâà îò òî÷åê ïîâîðîòà −a0 è −aN); ýòîò âûáîð íå
âëèÿåò íà äàëüíåéøèå âûêëàäêè è ïðèâîäèò ê òîìó æå îòâåòó.

Ïîäñòàâèì (5) â (4):

A+ =

+∞∫
−∞

iC0CN

8
√κ0κN

exp
(
−1

h̄

x∫
a0

κ0 dx+
1

h̄

x∫
aN

κN dx+
ijx

h̄

)
dx+

+

+∞∫
−∞

iC0CN

8
√κ0κN

exp
(
−1

h̄

x∫
a0

κ0 dx+
1

h̄

x∫
aN

κN dx−
ijx

h̄

)
dx = I+ + I−, (6)

ãäå I+ è I− îáîçíà÷àþò äâà ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè (6). Äàëåå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî h̄≪ j ≪ 1.

Ðàññìîòðèì I−. Ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû åãî ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíê-
öèè ðàâåí.

φ(x) = −
x∫

a0

κ0 dx+

x∫
aN

κN dx− ijx. (7)

Åãî ýñêòðåìóì x0 � cåäëîâàÿ òî÷êà ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåãðàëà � îïðå-
äåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ φ′(x0) = 0, ò.å −κ0 + κN − ij = 0. Òàê êàê κ0 =√
x20 − a20 è κN =

√
x20 − a2N , ñåäëîâàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ ïðè

x0 ≈ i
a2N − a20

2j
= iρ0,

ãäå ρ0 ∈ R è ìû èñïîëüçîâàëè ðàçëîæåíèå ïî j ≪ 1. Èíòåðåñíî, ÷òî
|x0|= O(j−1) ≫ 1. Ïðè áîëüøèõ x ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû èìååò ïðîñòîé
âèä

φ(x) ≈ a20 − a2N
4

+
1

2

(
a20 ln

2x

a0
− a2N ln

2x

aN

)
− ijx, (8)

êîòîðûé áóäåò ïîëåçåí â äàëüíåéøåì. Ïðîäåôîðìèðóåì êîíòóð èíòåãðè-
ðîâàíèÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Îí ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íî äëèííîãî
ãîðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà è äâóõ âåðòèêàëüíûõ ó÷àñòêîâ äëèíû ρ0.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, |x| âåëèêî è âûðàæåíèå (8) ïðèìåíèìî âî âñåõ òî÷-
êàõ ýòîãî êîíòóðà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò êîíòóð ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâûì
äëÿ I−, ò.å. îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. Â îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé òî÷êè x0: Im φ(x) = Im φ(x0) = const.
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Ðèñ.1 Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè x.

2. Re φ(x) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â â òî÷êå x0.

Òàêæå íåòðóäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî èíòåãðàëû âäîëü âåðòèêàëü-
íûõ ó÷àñòêîâ êîíòóðà ðàâíû íóëþ. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ
âûáðàííîãî êîíòóðà ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå I+ ýêñïîíåíöèëüíî ìà-
ëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì I−, ñì. ôîðìóëû (6)
è (7). Òàêèì îáðàçîì, â âûðàæåíèè (6) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü I+.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïåðåâàëà äëÿ I−, íàõîäèì:

A+ =
iC0CN

8
P eφ(x0)/h̄, (9)

ãäå P � ïðåäýêñïîíåíòà â ìåòîäå ïåðåâàëà. Âûðàæåíèÿ äëÿ φ(x0) è P ,
âû÷èñëåííûå ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ, äàþòñÿ ôîðìóëàìè:

φ(x0) =
h̄N

2
+
h̄

4
ln 2N − h̄N

2
ln

2h̄N

j2
+
h̄

4
− iπh̄N

2
− j2

4
, (10)

P = −i
√

2π

N
. (11)
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Ïîäñòàâëÿÿ (10) è (11) â (9) è èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ íîðìèðî-

âî÷íûõ êîíñòàíò C0 =
√
2

(πe)1/4
è CN =

√
2
π
[2], ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó

âûðàæåíèþ äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà (2):

A+ =
e−

j2

4h̄

25/4(πN)1/4
· eN/2

(
−2h̄N

j2

)−N/2

,

òàê ÷òî

A = 2Re A+ =
e−

j2

4h̄

(2πN)1/4
· eN/2

(
−2h̄N

j2

)−N/2

. (12)

Äàííàÿ ôîðìóëà âåðíà ñ òî÷íîñòüþ äî âûñøèõ êâàçèêëàññè÷åñêèõ ïî-
ïðàâîê ïî h̄ è 1/N .

2.2 Ñðàâíåíèå ñ òî÷íûì îòâåòîì

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò (2) ìîæíî âû÷èñëèòü òî÷íî, âûðàçèâ îïåðàòîð x̂
÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

â† =
x̂− ip̂√

2
, â =

x̂+ ip̂√
2
,

òàê ÷òî [â, â†] = h̄. Ôîðìóëà Õàóñäîðôà äëÿ îïåðàòîðîâ, êîììóòàòîð
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ c -÷èñëîì, ãëàñèò:

exp
(ijx̂
h̄

)
= e−

j2

4h̄ · exp
( ijâ†√

2h̄

)
exp

( ijâ√
2h̄

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (2), ïîëó÷àåì:

A = e−
j2

4h̄ ⟨N |exp
( ijâ†√

2h̄

)
|0⟩.

Äàëåå ðàçëîæèì ýêñïîíåíòó

exp
( ijâ†√

2h̄

)
|0⟩ =

+∞∑
k=0

1

k!

( ijâ†√
2h̄

)k

|0⟩

è ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ íà âàêóóì: (â†)k|0⟩ =
√
k! h̄k|k⟩. Òàê

êàê ⟨N |N ′⟩ = δNN ′ , òî

A =
e−

j2

4h̄

√
N !

( ij√
2h̄

)N

. (13)
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Äàííîå âûðàæåíèå âåðíî ïðè ëþáîì N . Ïðè N ≫ 1 ïðèìåíèìà ôîðìóëà
Ñòèðëèíãà: N !≈ e−NNN

√
2πN , è âûðàæåíèå (13) ïðèîáðåòàåò âèä:

A =
e−

j2

4h̄

(2πN)1/4
· eN/2

(
−2h̄N

j2

)−N/2

. (14)

Ìû âèäèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (12) è (14) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò.

3 Ïîòåíöèàë ñ ìÿãêîé îñîáåííîñòüþ

3.1 Äåôîðìàöèÿ êîíòóðà

Òåïåðü ðàññìàòðèâàåì ïîòåíöèàë (1), ñì. ðèñ. 2. Îí îáëàäàåò äâóìÿ òî÷-
êàìè âåòâëåíèÿ: x0+ ia è x0− ia. Ïðîâåä¼ì ðàçðåçû êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè x èç ýòèõ òî÷åê âåðòèêàëüíî ââåðõ è âåðòèêàëüíî âíèç ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Â êëàññè÷åñêè äîñòóïíîé îáëàñòè êâàçèêëàññè÷åñêèå âîëíîâûå ôóíê-
öèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ψ0 = 2Re ψ−

0 , ψN = 2Re ψ+
N , ãäå

ψ−
0 =

C0

2
√
p0
exp

(
− i

h̄

x∫
a0

p0 dx−
iπ

4

)
, ψ+

N =
CN

2
√
pN

exp
( i
h̄

x∫
aN

pN dx+
iπ

4

)
,

ôóíêöèè p0(x) =
√
2E0 − 2U, pN(x) =

√
2EN − 2U îáîçíà÷àþò èìïóëü-

ñû, à êîíñòàíòû a0 è aN � ïðàâûå òî÷êè ïîâîðîòà äëÿ óðîâíåé ñ íîìå-
ðàìè 0 è N ñîîòâåòñòâåííî. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Re pN > 0 íà îòðåçêå
−aN < x < aN , è àíàëîãè÷íî äëÿ p0.

Áóäåì âû÷èñëÿòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

A = ⟨N |x̂|0⟩ = 2Re
( +∞∫
−∞

ψ+
Nxψ0 dx

)
= Re

(C0CN

2
I0

)
. (15)

Ïðîäåôîðìèðóåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîëóïëîñêîñòü Im x ⩾ 0. Â
ýòîì ñëó÷àå ψ0 ≈ ψ−

0 , òàê ÷òî

I0 =

+∞∫
−∞

xeW1(x)

√
p0pN

dx, W1(x) =
i

h̄

x∫
aN

pN dx−
i

h̄

x∫
a0

p0 dx. (16)
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Ðèñ.2 Êà÷åñòâåííûé âèä ðàññìàòðèâàåìîãî ïîòåíöèàëà.

Äàëåå áóäåì âû÷èñëÿòü èíòåãðàë (15).
Äëÿ ýòîãî âûáåðåì êîíòóð Im x > 0, óêàçàííûé íà ðèñ. 3. Êîíòóð

ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ó÷àñòêîâ:

1. Äóãà îêðóæíîñòè áåñêîíå÷åíîãî ðàäèóñà.

2. Âåðòèêàëüíûé ó÷àñòîê, èäóùèé âäîëü ðàçðåçà.

3. Áåñêîíå÷íûé ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê.

4. Âåðòèêàëüíûé ó÷àñòîê ñïðàâà äëèíû a.

Ìîòèâàöèÿ òàêîãî âûáîðà êîíòóðà áóäåò ÿñíà â äàëüíåéøèåì. À ïîêà
ïåðåéä¼ì ê îöåíêå èíòåãðàëîâ ïî ðàçëè÷íûì ó÷àñòêàì êîíòóðà.

3.2 Îöåíêà âêëàäîâ ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ êîíòóðà

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë ïî äóãå îêðóæíîñè ðàâåí íóëþ. Äëÿ
ýòîãî çàïèøåì W1(x) â ñëåäóþùåì âèäå:

W1(x) = W1(−A)+
i

h̄

x∫
−A

(pN − p0)dx = W1(−A)−
1

h̄

x∫
−A

(κN −κ0)dx, (17)
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Ðèñ.3 Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü x, íà êîòîðîé èçîáðàæåíû êîíòóð
èíòåãðèðîâàíèÿ (ñèíèé) è ðàçðåçû (÷åðíûå). Çíàê íà êàæäîé ñòîðîíå
ðàçðåçà îçíà÷àåò çíàê ìíèìîé ÷àñòè ôóíêöèè

√
(x− x0)2 + a2. Ðàçðåçû

ïðîâåäåíû âåðòèêàëüíî èç òî÷åê x0 + ia è x0 − ia.

ãäå A → +∞ � ðàäèóñ îêðóæíîñòè. Â ôîðìóëå (17) ìû çàìåíèëè pN =
iκN è p0 = iκ0, òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì îáëàñòü íà âåðõíåé ñòîðîíå
ðàçðåçà ñëåâà îò òî÷åê ïîâîðîòà, ãäå Re κN , Re κ0 ⩾ 0. Ïåðåïèøåì
W1(−A) â âèäå:

W1(−A) = C +
i

h̄

−A∫
−A′

(pN − p0) dx = C − 1

h̄

−A∫
−A′

(κN − κ0) dx,

ãäå A′ ≫ x0 � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à êîí-
ñòàíòà C çàâèñèò îò A′. Òîãäà ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà îò −A′ äî −A
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U ≫ EN , E0, ïîýòîìó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
ìîæíî ðàçëîæèòü:

κ =
√
2U

√
1− E

U
≈

√
2U − E√

2U
⇒ κN − κ0 ≈

EN − E0

2ωx
.

8



Òàêèì îáðàçîì,

W1(−A) = C − 1

h̄

−A∫
−A′

EN − E0

2ωx
dx = C − EN − E0

2h̄ω
ln
A

A′ .

Çàìåòèì, ÷òî EN − E0 = 2h̄ωN , ñëåäîâàòåëüíî

W1(−A) = C + ln
(A
A′

)−N

.

Òåïåðü ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà ïî äóãå, êî-
òîðûé ðàâåí:

Ic = lim
A→+∞

iA∫
−A

xeW1(x)

√
p0pN

dx = lim
A→+∞

eW1(−A)

iA∫
−A

xe
− 1

h̄

x∫
−A

(κN−κ0) dx

i
√κ0κN

dx.

Ò.ê. x = Aeiθ, òî

−1

h̄

x∫
−A

(κN − κ0) dx = −N ln
x

−A
= iN(π − θ).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
√κ0κN ≈

√
2U ≈ −2ωx, ïîëó÷èì:

Ic = lim
A→+∞

−eC
(A
A′

)−N A

2ω

π
2∫

π

eiN(π−θ)eiθ dθ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî èíòåãðàë ïî θ íå çàâèñèò îò A, ïðè N ≫ 1 ñïðàâåäëèâî

Ic = 0.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî èíòåãðàë ïî äóãå íà ðèñ. 3 ðàâåí íóëþ.
Ïîõîæèì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

â ôîðìóëå (15) ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè x→ ia+∞ âäîëü âåðòèêàëüíîé ÷àñòè
êîíòóðà. Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà íåîáõîäè-
ìî âû÷èñëèòü äâà èíòåãðàëà: âäîëü ðàçðåçà è ïî ãîðèçîíàòëüíîìó ó÷àñò-
êó êîíòóðà. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ÷àñòü êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ
öåëèêîì ëåæèò ñïðàâà îò òî÷åê ïîâîðîòà, ïîýòîìó

pN = −iκN , p0 = −iκ0,

9



ãäå Re κN , Re κ0 ⩾ 0.
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

xs ≡ x0 + ia, W1(xs) ≡ Ws.

Òîãäà

W1(x) = Ws +
1

h̄

x∫
xs

(κN − κ0) dx, (18)

ãäå èíòåãðàë òåïåðü áåð¼òñÿ îò ñèíãóëÿðíîñòè ïîòåíöèàëà.
Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà êîíòóðà. Äëÿ ïðî-

ñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ≪ 1. Òîãäà ïîòåíöèàë íà íåì ïî÷òè ïîñòîÿ-
íåí: U ≈ ω2x20/2, òàê ÷òî

W1(x) = Ws +

√
ω2x20 − 2EN −

√
ω2x20 − 2E0

h̄
(x− xs).

Òàê êàê x−xs � äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à
√
ω2x20 − 2EN−√

ω2x20 − 2E0 < 0, òî âäîëü ãîðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà êîíòóðà ReW1(x)
óáûâàåò. À çíà÷èò, ãëàâíàÿ ýêñïîíåíòà ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ
ìàêñèìàëüíà ïðè x = xs.

Òåïåðü èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè W1(x) âäîëü ëåâîé ñòîðîíû
âåðõíåãî ðàçðåçà. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð t ∈ [1; +∞):

x− x0 = iat.

Ïîòåíöèàë ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

U(t) =
ω2

2
[a
√
1− t2 − x0 − iat]2 =

ω2

2
[−ia

√
t2 − 1− x0 − iat]2,

áëàãîäàðÿ ÷åìó èíòåãðàë ïðèîáðåòàåò âèä

W1(t) = Ws +
ia

h̄

t∫
1

(
√
2U(t)− 2EN −

√
2U(t)− 2E0) dt = Ws +

a

h̄
I(t),

ãäå

I(t) = i

t∫
1

(
√
2U(t)− 2EN −

√
2U(t)− 2E0) dt.
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Íà ðèñ. 4 ïîñòðîåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè Re I îò ïàðàìåòðà t.

1.0002 1.0004 1.0006 1.0008 1.0010
t

-6×10-7

-4×10-7

-2×10-7

ReI

10000 20000 30000 40000 50000
t

-800

-600

-400

-200

ReI

Ðèñ.4: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû Re I îò ïàðàìåò-
ðà t ∈ [1; +∞) âäîëü âåðõíåãî ðàçðåçà. Íà ëåâîì ãðàôèêå t ∈ [1; 1.001], íà
ïðàâîì t ∈ [1; 106]. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà: ω = 1, x0 = 1, a =
10−3, h̄ = 10−7, EN = 1/3.

Âèäíî, ÷òî Re I(t) óáûâàåò ïðè óâåëè÷åíèè t. Òàêèì îáðàçîì, âíîâü ìàê-
ñèìóì ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå ñèíãóëÿðíîñòè
x = xs. Íî äëÿ ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà, íåîáõîäèìî åù¼ èñ-
ñëåäîâàòü àñèìïòîòèêó t ≫ O(1/a). Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ t âûïîëíåíî
|U |≫ EN , E0 è x ≈ iat, òàê ÷òî

I(t) = C̃ + i

t∫
t0

(√
2U

√
1− EN

U
−

√
2U

√
1− E0

U

)
dt,

ãäå t0 ≫ O(1/a), à C̃ � ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò t0. Ïîëó÷èì:

I(t) = C̃ + i

t∫
t0

E0 − EN√
2U

dt = C̃ + i

t∫
t0

E0 − EN

2ωiat
dt = C̃ +

E0 − EN

2ωa
ln

t

t0
.

Ìû âèäèì, ÷òî Re I(t) óáûâàåò ïðè áîëüøîì t.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî èíòåãðàëû ïî ãîðèçîíòàëüíîé è

âåðòèêàëüíîé ÷àñòÿì êîíòóðà îáà íàñûùàþòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñèí-
ãóëÿðíîñòè xs. Òåïåðü ÿñíî, èç êàêèõ ñîîáðàæåíèé âûáèðàëñÿ êîíòóð:
ìû ïðîäåôîðìèðîâàëè åãî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èíòåãðàë äëÿ èñêîìîãî
ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà íàñûùàëñÿ ïðè x ≈ xs.
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3.3 Èíòåãðàë âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè

Èòàê, â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû äîêàçàëè, ÷òî âäîëü íàøåãî êîíòóðà
èíòåãðàë äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà íàñûùàåòñÿ âáëèçè òî÷êè ñèíãóëÿð-
íîñòè ïîòåíöèàëà xs, à çíà÷èò, âêëàä â íåãî áóäåò äàâàòü ëèøü ìàëàÿ
îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

x− xs = aϵ,

ãäå ϵ≪ 1 âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè. Íà âåðòèêàëüíîé ÷àñòè êîíòóðà arg(ϵ) =
−3π/2, à íà ãîðèçîíòàëüíîé arg(ϵ) = 0. Ðàçëîæèì ïîòåíöèàë U ïî ϵ
âáëèçè xs:

U =
ω2

2
[
√
a2(i+ ϵ)2 + a2 − xs − aϵ]2 =

ω2

2
[xs − a

√
2iϵ+O(ϵ)]2 =

=
ω2x2s
2

− ω2axs
√
2iϵ+O(ϵ). (19)

Òåïåðü ðàçëîæèì κ:

κ = κ(s) − ω2axs
√
2iϵ

κ(s)
+O(ϵ), (20)

ãäå κ(s) ≡ κ(xs) =
√
ω2x2s − 2E. Ïîäñòàâëÿÿ (20) â (18), è èíòåãðèðóÿ ïî

ϵ, ïîëó÷èì:

W1(ϵ) = Ws +
Aϵ

h̄
+
Bϵ3/2

h̄
+

1

h̄
O(ϵ2),

ãäå

A = a
(
κ(s)

N − κ(s)
0

)
, B =

2
√
2eiπ/4

3
ω2a2xs

( 1

κ(s)
0

− 1

κ(s)
N

)
.

Ìû âèäèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè ñèíãóëÿðíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæå-
íèå èìååò ïðîñòîé âèä.

Òåïåðü ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà ïî äâóì
÷àñòÿì êîíòóðà:

I0 =

+∞+ia∫
x0+i∞

xeW1(x)

√
p0pN

dx. (21)
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Ìû îñòàâèëè áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû, òàê êàê èíòåãðàë âñ¼ ðàâíî íàñûùà-
åòñÿ âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè. Ïåðåïèøåì (21) â òåðìèíàõ ϵ:

I0 = iaeWs

+∞∫
+i∞

xs + aϵ
√κ0κN

exp
(Aϵ
h̄

+
Bϵ3/2

h̄

)
dϵ. (22)

Ïîäñòàâëÿÿ (20) è äåëàÿ çàìåíó ϵ = h̄χ2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó èíòå-
ãðàëó:

I0 =
2ih̄aeWs√
κ(s)

0 κ(s)
N

+∞∫
∞·e−

3iπ
4

χeAχ2

(1 + Ch̄1/2χ+Bh̄1/2χ3) dχ, (23)

ãäå

C =

√
2ω2axse

iπ
4

2

[
1

(κ(s)
0 )2

+
1

(κ(s)
N )2

]
.

Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå (23) áûëè îòáðîøåíû âñå ÷ëåíû ñî ñòåïåíüþ h̄,
âûøå 1/2. Èíòåãðèðîâàíèå ïî χ âåä¼òñÿ âäîëü êîíòóðà íà ðèñ. 5. Î÷å-

Ðèñ.5 Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü χ è êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íà íåé.

âèäíî, ÷òî äàííûé êîíòóð ìîæíî ïðîäåôîðìèðîâàòü â äåéñòâèòåëüíóþ
îñü, ò.ê äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ a âûïîëíåíî arg A ≈ π−a∆φ, ãäå ∆φ > 0.
Ïîýòîìó èíòåãðàë (23) ìîæíî âçÿòü âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè îò −∞ äî
+∞.
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Ýòî äà¼ò îòâåò äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà A ∝ I0 â ôîðìóëå (15):

A ∝ h̄3/2eWs , (24)

ãäå

Ws =
i

h̄

x0+ia∫
aN

pN dx−
i

h̄

x0+ia∫
a0

p0 dx, (25)

à ÷àñòü ïðåäýêñïîíåíòû, íå ñîäåðæàùàÿ h̄ îòáðîøåíà, òàê êàê âû÷èñëå-
íèå å¼ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (23) äàëî áû íå ñîâñåì ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò
ïî ïðè÷èíàì, êîòîðûå çäåñü îáñóæäàòüñÿ íå áóäóò.

Òåïåðü âû÷èñëèì Ws â ïðåäåëå a → 0, êîãäà ýòîò èíòåãðàë ìîæíî
âçÿòü àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì (25) â âèäå:

Ws =
1

h̄

x0∫
aN

κN dx−
1

h̄

x0∫
a0

κ0 dx+
1

h̄
O(a),

ãäå κ =
√
ω2(x0 − 2x)2 − 2E è a0,N = 1

2
(x0 +

√
2E0,N/ω). Èíòåãðèðóÿ,

ïîëó÷èì:

Ws =
1

h̄

[x0
4
(κ(s)

N −κ(s)
0 )+

EN

2ω
ln

√
2EN

ωx0 + κ(s)
N

−E0

2ω
ln

√
2E0

ωx0 + κ(s)
0

+O(a)
]
. (26)

Òåïåðü ïîäñòàâèì ýíåðãèè E0 = h̄ω è EN = 2h̄ω(N + 1/2) è ïîëó÷èì:

eWs = eF/h̄

(√
4h̄ωN + 2h̄ω

ωx0 + κ(s)
N

)N+1/2( √
2h̄ω

ωx0 + κ(s)
0

)−1/2

, (27)

ãäå

F = −x0
4
(κ(s)

0 − κ(s)
N ) +O(a).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî N ≫ 1, ïîëó÷èì:

eWs = eF/h̄

( √
4h̄ωN

ωx0 + κ(s)
N

)N(
2Ne

(ωx0 + κ(s)
0

ωx0 + κ(s)
N

)2
)1/4(

1 +O
( 1

N

))
.

Ïðåôàêòîð â ýòîé ôîðìóëå (ïîñëåäíèå òðè ñëàãàåìûõ) âíîâü ìîæíî îò-
áðîñèòü, òàê êàê îí áûë îïóùåí â âûðàæåíèè (24).
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3.4 ×èñëåííîå âû÷èñëåíèå ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ

Â êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìû âû÷èñëèëè ýêñïîíåíòó Ws ïðè a = 0.
Íî òàêæå èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âû÷èñëåíèå Ws ïðè êîíå÷íûõ a. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèé ðóçóëüòàò íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íûì. Ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Ïåðåïèøåì (25) â òåðìèíàõ κ:

Ws =
1

h̄

x0+ia∫
aN

κN dx−
1

h̄

x0+ia∫
a0

κ0 dx =
1

h̄

x0+ia∫
aN

κN dx+
1

h̄

a0∫
x0+ia

κ0 dx. (28)

Íàïîìíèì, ÷òî

κ0 =
√
2U =

√
ω2[

√
(x− x0)2 + a2 − x]2, (29)

κN =
√
2U − 2EN =

√
ω2[

√
(x− x0)2 + a2 − x]2 − 2EN . (30)

Â ãëàâíîì êâàçèêëàññè÷åñêîì ïîðÿäêå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî E0 = 0. Ââå-
ä¼ì óäîáíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ: x = x0x̃, a = x0ã, EN = ω2x20ẼN . Â
íîâûõ òåðìèíàõ:

κ0 = ωx0

√
[
√
(x̃− 1)2 + ã2 − x̃]2, (31)

κN = ωx0

√
[
√
(x̃− 1)2 + ã2 − x̃]2 − 2ẼN , (32)

à ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ïîâîðîòà ðàâíû:

ã0 =
1 + ã2

2
, ãN =

1 + ã2 − 2ẼN

2(1−
√

2ẼN)
. (33)

Âûðàæåíèå (28) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Ws =
ωx20
h̄

[ 1+iã∫
ãN

√
[
√

(x̃− 1)2 + ã2 − x̃]2 − 2ẼN dx̃+

+

ã0∫
1+iã

√
[
√
(x̃− 1)2 + ã2 − x̃]2 dx̃

]
. (34)

15



Èíòåãðèðîâàíèå â (34) áóäåì ïðîâîäèòü ïî êîíòóðó íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè x̃, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 6.

Òàêîé âûáîð êîíòóðà îáóñëîâëåí ñîîáðàæåíèÿìè óäîáñòâà. Íà ïîëî-
âèíå êîíòóðà, âûäåëåííîé ñèíåì öâåòîì, ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñ ýíåðãèåé
E = EN , à íà ïîëîâèíå, âûäåëåííîé êðàñíûì, ñ íóëåâîé ýíåðãèåé. Íà
ðèñ. 6 òàêæå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ I1, I2, I3 è I4 ïî ñîîò-
âåòñòâóþùèì ÷àñòÿì êîíòóðà.

Ðèñ.6 Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè x̃. Ñòðåëêè
îáîçíà÷àþò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.

Âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû ìû áóäåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàóññà, òàê êàê
îí õîðîøî ðàáîòàåò äëÿ ôóíêöèé ñ êîðíåâûìè îñîáåííîñòÿìè. Ïðè ýòîì,
èíòåãðàëû I3 è I4 âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè, ïîýòîìó èõ ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ìåòîäà. Íèæå ïðèâåäåíû ïîëó÷èâøèåñÿ ãðà-
ôèêè çàâèñèìîñòåé äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé Ws îò ýíåðãèè ẼN .

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

-0.20

-0.15

-0.10

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

Ðèñ.7 Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé Re Ws (ëåâûé) è Im Ws (ïðàâûé) â çà-

âèñèìîñòè îò ẼN â åäèíèöàõ
ωx2

0

h̄
ïðè ã = 0.2.
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3.5 Ïåðåôîðìóëèðîâêà â òåðìèíàõ êîìïëåêñíûõ êëàñ-

ñè÷åñêèõ òðàåêòîðèé

Çàìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëü ïîäàâëåíèÿ (28) ñâÿçàí ñ óêîðî÷åííûì åâêëè-
äîâûì äåéñòâèåì Ssh

E :

Ws = −S
sh
E

h̄
, (35)

ãäå

Ssh
E =

x0+ia∫
a0

κ0 dx+

aN∫
x0+ia

κN dx. (36)

Äåéñòâèå âû÷èñëåíî íà ñëåäóþùåé òðàåêòîðèè:

1. Ñíà÷àëà ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé E0 = 0, ñòàðòóÿ îò
òî÷êè ïîâîðîòà a0 = x0/2, ïîêà îíà íå äîñòèãíåò ñèíãóëÿðíîñòè
ïîòåíöèàëà xs.

2. Â òî÷êå ñèíãóëÿðíîñòè ïðîèñõîäèò ñêà÷îê èìïóëüñà. ×àñòèöà íà÷è-
íàåò äâèãàòüñÿ ñ ýíåðãèåé EN , ïîêà íå ïðèõîäèò â òî÷êó ïîâîðîòà
aN , ñîîòâåòñòâóþùóþ óæå íîâîé ýíåðãèè.

Äåéñòâèå Ssh
E ìîæíî çàïèñàòü êàê

Ssh
E = SE − ENτN , (37)

ãäå

SE =

τf∫
τi

(
1

2

(dx
dτ

)2

+ U(x)

)
dτ (38)

îáîçíà÷àåò ïîëíîå åâêëèäîâî äåéñòâèå, τ = it � åâêëèäîâî âðåìÿ, à τi è
τf � íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñîîòâåòñòâåííî.
Â ôîðìóëå (37) τN � åâêëèäîâî âðåìÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé EN .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïîäàâëåíèÿ ìàòðè÷íîãî
ýëåìåíòà (15), íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü åâêëèäîâî äåéñòâèå SE = −iS íà
óêàçàííîé âûøå òðàåêòîðèè. Íàéä¼ì âðåìåííîé êîíòóð t ∈ C, âäîëü
êîòîðîãî íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü äåéñòâèå.

Áóäåì ðàáîòàòü â ïðåäåëå a → 0 è ñ÷èòàòü, ÷òî U ≈ ω2

2
(x0 − 2x)2 .

Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöà ñòàðòóåò ñ íóëåâîé ýíåðãèåé èç òî÷êè
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ïîâîðîòà a0 â ìîìåíò âðåìåíè τ → −∞. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû
â åâêëèäîâîì âðåìåíè èìååò âèä

d2x

dτ 2
= U ′(x). (39)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (39) â ðàññìàòðèâàåìîì ïîòåíöèàëå äà¼òñÿ âûðàæå-
íèåì:

x(τ) =
x0
2

+ Ae2ωτ +Be−2ωτ , (40)

ãäå A è B - êîíñòàíòû. Íàì íóæíî äâà ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ: îä-
íî äëÿ äâèæåíèÿ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé, äðóãîå äëÿ äâèæåíèÿ ñ ýíåðãèåé
EN . Îáîçíà÷èì ýòè ðåøåíèÿ x1(τ) è x2(τ), à èõ êîíñòàíòû A,B,C è D
ñîîòâåòñòâåííî (A è C � ïðè ïîëîæèòåëüíîé ýêñïîíåíòå).

Èç óñëîâèÿ x1(−∞) = a0 = x0/2, íàõîäèì B = 0. Âûáåðåì íà÷àëî
îòñ÷¼òà âðåìåíè τ òàê, ÷òî A = x0/2 è x1(0) = x0. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî òàê
êàê ìû âûáðàëè A äåéñòâèòåëüíûì, òî ïðè äâèæåíèè âäîëü ìíèìîé îñè
âðåìåíè t = −iτ çíà÷åíèå x1 áóäåò äåéñòâèòåëüíûì, ñì. (40).

Â òî÷êå x0 ÷àñòèöà èìååò åâêëèäîâ èìïóëüñ κ0 = dx
dτ

= −idx
dt

= ωx0,
ïîýòîìó, ÷òîáû ïðèéòè â ñèíãóëÿðíîñòü, åé íåîáõîäèìî äâèãàòüñÿ â ïî-
ëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè äåéñòâèòåëüíîé îñè t â òå÷åíèè âðåìåíè ∆t ≈
a/ωx0 → 0.

Ïîñëå òîãî, êàê ÷àñòèöà îêàçàëàñü â ñèíãóëÿðíîñòè xs ≈ x0, äâèãà-
ÿñü ñ íóëåâîé ýíåðãèåé, îíà íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ óæå ñ ýíåðãèåé EN , ò.å.
ïî òðàåêòîðèè x2(τ). Íàì íåîáõîäèìî ñøèòü òðàåêòîðèè x1(τ) è x2(τ) â
òî÷êå ñèíãóëÿðíîñòè. Óñëîâèå ñøèâêè ìîæíî çàïèñàòü êàê x1(0) = x0 ≈
x2(0) ïðè a → 0. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî óñëîâèÿ, à òàêæå çíàÿ åâêëèäîâ èì-
ïóëüñ ÷àñòèöû ïðè x2(τ ≈ 0) ≈ x0, íåòðóäíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ
êîíñòàíò âòîðîé òðàåêòîðèè:

C ≈ 1

4

[
x0 +

√
x0 −

2EN

ω2

]
, D ≈ 1

4

[
x0 −

√
x0 −

2EN

ω2

]
. (41)

Çàìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîñëå ñêà÷êà ýíåðãèè, èìïóëüñ ÷àñòèöû óìåíü-
øàåòñÿ. Ïîýòîìó äâèæåíèå îò òî÷êè xs îáðàòíî äî äåéòâèòåëüíîé îñè
çàíèìàåò áîëåå äîëãèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ ∆t. Ïîñëå
äîñòèæåíèÿ òî÷êè x0, îíà âíîâü íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ âäîëü äåéñòâèòåëü-
íîãî τ = it, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîìó x2, ïîêà îíà íå äîéä¼ò
äî òî÷êè ïîâîðîòà aN . Íàéòè êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè τf ìîæíî èç
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óðàâíåíèÿ x2(τf ) = aN ≈ 1
2
(x0 +

√
2EN/ω),

τf = − 1

2ω
arcch

ωx0√
2EN

+O(a), tf =
i

2ω
arcch

ωx0√
2EN

+O(a). (42)

Íàãëÿäíîå ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âñåõ óêàçàííûõ ðàññóæäåíèé ïðåä-
ñòàâëåíî íà ðèñ. 8.

Ðèñ.8 Êîíòóð äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â êîìïëåêñíîì âðåìåíè t. Êðàñíûé
öâåò � äâèæåíèå ñ íóëåâîé ýíåðãèåé, ñèíèé � ñ ýíåðãèåé EN .

4 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Â ìîäåëè êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà âû÷èñëåí êâàçè-
êëàññè÷åñêèé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ýêñïîíåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà â
áàçèñå ñîáñòâåííûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â êâà-
çèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå îòâåò, ïîëó÷åííûé ìåòîäîì Ëàíäàó, ñîâïà-
äàåò ñ òî÷íûì.
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2. Êâàçèêëàññè÷åñêèé ìåòîä Ëàíäàó îáîáù¼í íà ïîòåíöèàë ñ ìÿãêîé
îñîáåííîñòüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî ãëàâíûé âêëàä â êâàçèêëàññè÷åñêèå
ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â ýòîì ñëó÷àå äà¼òñÿ ìàëîé îêðåñòíîñòüþ
ñèíãóëÿðíîñòè ïîòåíöèàëà. Âû÷èñëåíû ïîêàçàòåëü ïîäàâëåíèÿ è
ñòåïåíü h̄ â ïðåäýêñïîíåíòå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

3. Â ìîäåëè (1) âû÷èñëåíà ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ, àíàëèòè÷åñêè ïðè a→ 0 è ÷èñëåííî ïðè êîíå÷íûõ a.

4. Çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïåðåôîðìóëèðîâàíà â
òåðìèíàõ êîìïëåêñíûõ êëàññè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.
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